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动力系统的稳定性分析理论的发展在数学和应用科学领域产生了巨大的影响 ,诸如生态系统、电力系
统、航空航天等领域 ,存在较为完善的系统稳定性研究的方法 ,如对系统 f : Rn →Rn (其中 t0 ≤ t1 ≤ t2 ) 的
研究.
已有文献表明 ,探讨依赖于时间的系统稳定性分析的方法证明还存在较大的困难[1 ,2 ] ,例如对系统形
式为 Ûx = f ( t , x) , f : R ×Rn →Rn ,其中 f ( t + T , x) = f ( t , x) . 对某个 T > 0 ,最为复杂的稳定性分析是系
统因为 T 的作用表现的不稳定性行为 ,该现象通常被称作参数谐振. 已有方法适合这样的系统分析 ,最典
型的是 Floquet 理论[3 ] 和近期的有关研究工作.
均值方法成功地应用于周期性系统的消谐并确保系统的全局性态. 该方法的理论结果在 18 世纪和 19
世纪被应用到对行星运动探测的研究[4 ] ,其中该方法被作为解决太阳系模型中小周期扰动问题的一种方
法. 从 20 世纪 50 年代至今 ,这方面主要的理论工作都反映在文献[5 ] 中. 大家感兴趣的都是研究下列形式
的弱非线性二阶系统 :
　　ẍ ( t) + wn
2
x ( t) = εf ( t , x ( t) , Ûx ( t) ) (1)
式中 , x ∈R; f 是连续的 , f ( t + T , x , Ûx) = f ( t , x , Ûx) ,关于某个 T > 0 ,且0 <εν 1. 借助一定的坐标变换 ,
系统 (1) 可以表示为 Ûx ( t) = εF ( t , x ( t) ) + O (ε2 ) ,这样可平均化为
　　Ûx ( t) = εF ( x ( t) ) (2)




F ( t , x) d t ,当忽略 O (ε2 ) 项时 ,这样的系统具有明显的物理意义 (代表非线性
机械与电振动模型) ,对系统 (2) 可进行平衡点与稳定性分析. 传统的例子是受外力作用的垂直悬摆问题 ,
文献[6 ] 表明 ,在充分大的外加频率下系统为受迫偏转平衡. 从此均值方法从早期的对弱非线性系统扩展
到下列更一般向量场的非线性系统 :
　　Ûx ( t) = εf ( t , x ( t) ,ε) (3)
式中 ,假设 f : R+ ×Rn ×R →R , f ( t + T , x ,ε) = f ( t , x ,ε) ,对某个 T > 0 , f 为定义在有界集合上 2阶可微
的有界函数. 文献[7 ] 表明 ,存在坐标变换 x = y +εw ( t , y ,ε) 使得系统 (3) 可简化为
　　Ûy ( t) = εf ( y ( t) ) +ε2 f̂ ( t , y ( t) ,ε) (4)




f ( t , y ( t) ,ε) d t , f̂ ( t + T , y ( t) ,ε) = f̂ ( t , y ( t) ,ε) . 该变换与对系统 (1) 的变换相比
较 ,优点是显然的 ,此时系统 (3) 可近似地表示为
　　Ûy ( t) = εf ( y ( t) ) (5)
利用平均化定理 ,文献[7 ] 证明了系统 (3) 和 (5) 解的封闭性. 特别地 ,如果 x ( t) 是系统 (3) 的解 ,而
y ( t) 是系统 (5) 的解 ,则 x ( t) - y ( t) = O (ε) ,其中 t ∈[0 , t1 ] , t1 = O 1Πε . 另外 ,利用平均化定理可
考虑系统 (3) 和 (5) 解的双曲性态 ,且系统 (5) 的双曲不动点轨道与系统 (3) 的双曲周期轨道有密切关系 ,
当然包括系统前 (后) 向不动点 (周期轨道) 的稳定 (不稳定) 流形的解的渐近行为. 文献[8 ] 利用相应的结
论将周期性情形扩展到概周期情形. Arnold在文献[4 ] 中利用作用角 (action2angle) 坐标的观点对均值方法
作了几何描述 ,且讨论了平均化结论的条件对一维的多频率系统是不可行的.
平均化定理的最基本的发展和应用是在自动控制理论领域 ,因为在自动控制领域中所有的物理过程
常表现为周期性或者为中立型动态性 (内在振动性) ,有时需要考虑周期励磁作为反馈控制. 该方法已经证
明可用于被称为开环周期控制的镇定性分析. 文献[9 ] 表明 ,作为振动控制器利用开环周期输入来控制或
者使得一类系统稳定 ,该方法是可行的. 具有周期控制系统的鲁棒性研究反映在文献 [10 ] 中所考虑的多
铰链机械系统 ,其中垂直摆视为通常意义的理解. 文献 [10 ] 的结果近来被扩充到一般系统中对开环控制
律的系统化分析和综合上[11 ] .
对时滞系统采用平均化的思想方法是由实际问题自身决定的 ,关键是实际问题中的确定性问题大都
存在时滞 ,重要的研究体现在控制领域. 系统闭环控制律的综合往往是通常的反馈环显示一定的时滞 ,这
是在实际问题中常见的现象. 在模拟控制系统中 ,时滞产生在控制系统或者控制器的非模型化的内在性态
中 ,这样在具体控制中将导致反馈信号的时滞. 在数字控制中 ,时滞将导致执行控制任务的计算溢出. 较为
复杂的例子是时滞可能产生在无限维系统中 ,诸如流体、化工系统和弹性结构问题等. 另一方面 ,时滞的最
明显来源是遥控装置的控制造成的时间差 ,如 2 个不同星球信号的传递. 电力系统中不同期合闸产生过电
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Ûx ( t) = εf ( t , x ( t) , x ( t - τ1 ) , ⋯, x ( t - τm ) )
x ( t) = φ( t) , t ∈[ t0 - τ, t0 ] ,τ = maxτi
1 ≤i ≤m
(6)
式中 , f 关于所有变量是连续的 , f : R ×D ×⋯×D →Rn , D < Rn , 　ε和τi (1 ≤ i ≤m) 均为正的实参数.
同时假设非线性函数 f 以 T 为周期 ,即












) ∈R ×D ×⋯×D
初始函数φ在 t ∈[ t0 - τ, t0 ] 上连续. 设系统 (6) 的解表示为 x ( t) = x ( t ; t0 ,φ) . 文献[1 ] 结论表明 ,对充
分小的ε,系统 (6) 的解可利用平均化近似地表示为下列系统的解 :
　　
Ûy ( t) = εf 0 ( y ( t) , y ( t) , ⋯, y ( t) )
y ( t0 ) = φ( t0 )
(7)





f ( s , l1 , l2 , ⋯, lm +1 ) d s (8)
对系统 (2) ,非线性项 f 的显式时间量通过平均化处理掉 ,且时滞量也未加考虑 ,这样简化使得问题更
简单. 但是对有些实际问题 ,如ε并非充分小 ,利用平均化处理忽略时滞会产生更不准确的结论[15 ] . 显然在
诸多实际物理问题中 ,ε不可能是充分小的 ,这样传统的均值理论就很难应用[1 ] . 所以有必要发展均值理
论到容许有大的上界的ε值.
本文假定在区间[ t , t + T ] 上 x ( t) 的移动均值表示为 x ( t) . 特别地 ,当ε充分小时 ,函数 x ( t) 的变化
率应该充分小 ,即认为 x ( t) - x ( t) 也较小. 因为调和函数 x ( t) 经过平均化处理后为 x ( t) ,这样近似后
的 x ( t) 可以通过式 (6) 右边平均向量场所对应的齐次系统得到. 假定 x ( t) = x ( t ; t0 ,φ) 是系统 (6) 相应
于初始连续函数φ ∈ C[ t0 - τ, t0 ] 的解. x ( t) 的移动均值表示为 x ( t) ,且定义
　　x ( t) =





x ( s) d s 　 t ∈[ t0 , ∞)
式中 , T > 0 ,是函数 f 的周期. 这样有下列结论 :
定理 1 　假设系统 (6) 在 t ∈[ t0 - τ, t0 + L + T ] 时的解 x ( t) ∈D ,其中 L > 0 , T > 0 ,进一步假设
f 是以 T为周期的 ,且满足 f ( t , x1 , ⋯, xm +1 ) ≤M , Π ( t , x1 , ⋯, xm +1 ) 定义在 ( [ t0 - τ, t0 + L ] ×D ×⋯×
D) ,则 x ( t) - x ( t) = O ( Tε) , Π t ∈[ t0 - τ, t0 + L ] .
证 　根据定义可得 x ( t) - x ( t) = 0 , Π t ∈[ t0 - τ, t0 ] ,当 t ∈[ t0 , t0 + L ] 可推出





















M ( t - s) d s =
εMT
2
= O ( Tε)
这里用到函数 f 当 x ( t) ∈D 时具有一致有界的 M .
现在讨论平均化系统 (7) 的代替模型
　　
Ûz ( t) = εf 0 ( z ( t) , z ( t - τ1 ) , ⋯, z ( t - τm ) )
z ( t) = φ( t) , t ∈[ t0 - τ, t0 ] , τ = maxτi
1 ≤i ≤m
(9)
式中 , f 0 的定义同式 (8) .
注 　①从定理 1易见 ,函数 f ( t , ·) 平均值的一致收敛是不需要的 ,即表明当 f 为非周期函数时定理1仍然成立. 实际上 ,在本文的结论
中 ,移动均值方法对向量场的限制条件是弱的. ②在式 (9) 中 ,时滞的信息依旧保留 ,因此该系统的平均化模型要比式 (7) 复杂得多.













f ( v , x ( v ; t0 ,φ) , x ( v - τ1 ; t0 ,φ) , ⋯, x ( v - τm ; t0 ,φ) ) d v 　　t ≥ t0
x ( t) = φ( t) 　　t ∈[ t0 - τ, t0 ]
(10)
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式 (10) 右边依赖于 x ( t) 而非 x ( t) . 所以 , x ( t) 可看作向量场等价与εf (·) 的局部均值的系统 (6) 的解. 将













[ f ( v , x ( v ; t0 ,φ) , x ( v -
　　　　　　τ1 ; t0 ,φ) , ⋯, x ( v - τm ; t0 ,φ) ) - f ( v , x ( t) , x ( t - τ1 ) , ⋯, x ( t - τm ) ) ]d v (11)
这样 ,扰动理论可用于与系统 (9) 相关的解 x ( t) ,下列结论自然成立 :




xi - x i , Π ( t , xi , x i ) ∈ t0 - τ, t0 +
L
ε × D × D ; ② 设函数 x ( t) , z ( t) 当 t ∈
t0 - τ, t0 + LΠε 值域落在 D 内 ,此处当 t ∈[ t0 - τ, t0 ] 时 x ( t) = z ( t) = φ( t) . 则有
　　 x ( t) - z ( t) = O ( Tε) + O (τε) 　　Π t ∈ t0 - τ, t0 + Lε
证 　令 z ( t) = z ( t ; t0 ,φ) 表示系统 (9) 的解. 当 t ∈[ t0 - τ, t0 ] ,有 x ( t) - z ( t) = 0. 注意到函数
x ( t) 通常在 t = t0 点不连续 ,所以 ,函数 x ( t - τ) 在 t = t0 +τ不连续. 这就要特别关注点 t = t0 和 t =
t0 +τ. 令δ > 0 为充分小的常数 t ∈[ t0 , t0 +τ+δ] 时 ,考虑函数 x ( t) - z ( t) ,有








f ( v , x ( v) , x ( v - τ1 ) , ⋯, x ( v - τm ) ) d v - f 0 ( z ( v) , z ( v - τ1 ) , ⋯, z ( v - τm ) ) d v
而当 t ∈[ t0 , t0 +τ+ δ] 时 z ∈D ,则










Md t = M
另当 t ∈[ t0 , t0 +τ+δ]时 , x ∈D ,有 f ( v , x ( v) , x ( v - τ1 ) , ⋯, x ( v - τm ) ) ≤M . 因此当 t ∈[ t0 ,










Md t + M d v . 依据假定条件 z ( t0 )
= x ( t0 ) ,利用定理 1 可得 x ( t0 ) - z ( t0 ) ≤εMT/ 2. 即当 t ∈[ t0 , t0 +τ+δ] 时 ,可得 x ( t) - z ( t) ≤
εM TΠ2 + 2τ+ 2δ .
下面假定 LΠε≥δ+τ,则当 t ∈ t0 +τ+ δ, t0 + LΠε 时 ,从式 (11) 可推出









f ( v , x ( v) , x ( v - τ1) , ⋯,x ( v - τm ) ) dv -
f 0 ( z ( v) , z ( v - τ1 ) , ⋯, z ( v - τm ) ) d v
即
















f ( v + u ,x ( v + u) , x ( v + u - τ1) , ⋯, x ( v + u - τm ) ) dv -





f 0 ( x ( v) ,x ( v - τ1) , ⋯, x ( v - τm ) ) -
f 0 (x ( v) ,x ( v - τ1) , ⋯,x ( v - τm ) ) dv (12)
从上述关系可以得到
　　 x ( t0 +τ+ δ) - z ( t0 +τ+ δ) ≤εM TΠ2 + 2τ+ 2δ
进一步地 ,因为函数 f 为具有常数 k 的Lipschitz 型函数 ,条件 (2) 表明
　　 f 0 ( z ( v) , z ( v - τ1 ) , ⋯, z ( v - τm ) ) - f 0 ( x ( v) , x ( v - τ1 ) , ⋯, x ( v - τm ) ) ≤
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　　　　k z ( v) - x ( v) + ∑
m
i = 1
z ( v - τi ) - x ( v - τi )
对 v ∈ t0 , t0 + LΠε 成立. 类似地 ,有
　　 f 0 ( x ( v) , x ( v - τ1 ) , ⋯, x ( v - τm ) ) - f 0 ( x ( v) , x ( v - τ1 ) , ⋯, x ( v - τm ) ) ≤
　　　　k x ( v) - x ( v) + ∑
m
i = 1
x ( v - τi ) - x ( v - τi )
利用定理 1 证明 ,表明当 v ∈ t0 , t0 + LΠε 时有
　　 f 0 ( x ( v) , x ( v - τ1 ) , ⋯, x ( v - τm ) ) - f 0 ( x ( v) , x ( v - τ1 ) , ⋯, x ( v - τm ) ) ≤ kMTε










f ( u + v , x ( u + v) , x ( u + v - τ1 ) , ⋯, x ( u + v - τm ) ) d u -









x ( u + v - τi ) - x ( u - τi ) d u





f ( v , x ( v) , x ( v - τ1 ) , ⋯, x ( v - τm ) ) d v ,这样 ,当 v ∈
t0 +τ+ δ, t0 + LΠε ,LΠε≥τ+δ, u ∈[0 , T ] 以及某 c ∈[0 ,τ+ δ] 时可得
　　 x ( u + v - c) - x ( v - c) ≤MTε
利用上述不等式 ,当 t ∈ t0 +τ+ δ, t0 + LΠε 时 ,式 (12) 可化为
x ( t) - z ( t) ≤εM T
2





x (v) - z (v) + ∑
m
i =1















当 t ∈ t0 , t0 + LΠε 时 ,可见上述积分的任意一项都是正的 ,于是
　　 x ( t) - z ( t) ≤εM T
2
+ 2τ+ 2δ + kε∫
t
0
x (v) - z (v) + ∑
m
i =1











此处不连续函数 x ( t) 在点 t = t -0 是Lebesgue可积的. 注意到上述不等式是递增的 ,以及当 v ∈[ t0 - τ, t0 ]




x ( v) - z ( v) ≤











x ( v) - z ( v) 为连续函




x ( v) - z ( v) ≤ Mε T/ 2 + 2τ+ 2δ + 2kL
MTε exp kε( n + 1) ( t - t0) .此处常数δ可任意小 (例如可取δ = τε) ,因此上面的不等式表明当 t ∈
t0 - τ, t0 + L /ε 时 ,有 x ( t) - z ( t) = O ( Tε) + O (τε) .
将定理 1 与定理 2 结合到一起可得下列均值定理 :
定理 3 　设定理 1与定理 2的条件均满足 ,则当 t ∈ t0 - τ, t0 + L /ε 时 ,有 x ( t) - z ( t) = O ( Tε)
+ O (τε) 成立.
证 　考虑到 x ( t) - z ( t) ≤ x ( t) - x ( t) + x ( t) - z ( t) ,利用定理 1 和定理 2 即得.
3 　在电力系统中的应用
在电力系统中 ,理想的开关合闸过程是三相同期 ,但电力系统本身特点决定了三相合闸往往是不同期
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的.实际运行表明 ,非同期合闸产生的开关过电压比同期合闸产生的高. 在一般情况下 ,前者比后者高
20 % ～ 39 % ,因此前者具有更大的危险性. 为探索由非同期合闸产生开关过电压的机理 ,借助于计算机的
实验分析已经得到一定的结论[13 ] . 在电力系统的振荡回路中由于谐振是发生在三相紧密相关的非线性电
路中 ,其机理十分复杂. 为回避该困难 ,国内外的研究者大都取其简化形式 ,即将三相非线性电路简化为单
相来研究 ,以便可以借助于单自由度非线性振动理论在相平面上作定性分析和研究 . 实际上早期 I. A.
Wright 就指出不能如此简化的理论和实际理由 ,且列出不能简化的具体线路图. 1975 年 Germand 首次建立
了电力系统的三相非线性数学模型 ,虽然此数学模型从现在的研究结果看尚有不足之处 ,但是也充分表明
对电力系统谐振机理的研究必须在高维相空间中进行. 近来基频谐振的机理及其消除途径已经取得突破
性进展. 由上述分析表明 ,非同期合闸产生过电压本质上受到非线性与时滞双重因素的制约 ,所以要准确
地反映电力系统中非同期合闸产生过电压机理 ,必须建立具有时滞的非线性数学模型并以此来剖析非同
期合闸产生过电压的机理.
利用某种电路来分析合闸的情况. 先合上开关 A ,开关 B 和 C 分别滞后时间τ1 ,τ2 再合上 ,根据文献
[13 ] ,得到下列无量纲化具时滞的数学模型 :
　　̈φi ( t) + ( k + a + nbφi
n- 1 ( t) ) Ûφi ( t) + k ( aφi ( t) + bφi




式中 , i = 1 ,2 ,3 且 W = βa ∑
3
i = 1
φi ( t) + ∑
2
i = 1








n ( t - ωτi ) 其中 , k , a ,
b ,ω , E ,τi ( i = 1 ,2) 均是正常数 , n ≥3 为一奇正整数 ,0 < k + a ν 1 ,0 < b ν 1. 为了理论分析方便 ,考
虑在 i = 1 下的情形 ,即考虑
ẍ ( t) + ( k + a + nbx












可得下列 1 阶微分系统 :
　　
Ûy1 ( t) = b ( by1 ( t) + y2 ( t) - b
1- n
y1
n ( t) )





2 y1 ( t) - b b +
a + k
b




y1 ( t - ωτ) - βb
1- n
y1
n ( t - ωτ) - (βb1- n - ab1- n - b3- n ) y1
n ( t)
(15)
利用定理 1 ,平均化系统 (15) 具下列形式 :
　　
Ûz1 ( t) = b ( bz1 ( t) + z2 ( t) - b
1- n
z1
n ( t) )





2 z1 ( t) - b b +
a + k
b




z1 ( t - ωτ) - βb
1- n
z1
n ( t - ωτ) - (βb1- n - ab1- n - b3- n ) z1
n ( t)
(16)
在τ充分小的前提下 ,在τ = 0 附近 ,对系统 (16) 线性化分析表明 ,其特征方程的特征值为
　　λi =
- ( k + a) ± ( k - a) 2 - 8 aβ
2
　　　i = 1 ,2
利用采样数据 k = 0. 003 27 , a = 0. 003 565 , n = 9 , b = 0. 000 231 9 ,β = 10. 787 429 ,ω = 314 ,代入特
征值关系式可得λi = - 0. 003 417 5 ±0. 277 34j ,其中 i = 1 ,2 ;j = - 1 ,易见此时系统是稳定的.
鉴于非同期合闸产生过电压机理的复杂性 ,20 世纪 80 年代后期 ,就有学者在考虑同期合闸问题时在
系统中引进控制变量 ,这样可以利用控制理论来进一步分析. 但是由于非线性系统自身的复杂程度以及该
问题中存在高阶的以及耦合项的变量 ,所以未取得实质性进展.
为进一步考虑非同期合闸产生过电压模型的稳定性 ,对系统 (14) 引进前向控制 u ( t) = - k0 x ( t) -
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kp x ( t - ωτ) ,这样系统 (14) 化为下列形式 :
　　ẍ ( t) + ( k + a + nbxn - 1 ( t) ) Ûx ( t) + ( k +β) ( ax ( t) + bxn ( t) ) +βax ( t - ωτ) +
　　　　βbxn ( t - ωτ) + u ( t) = 0 (17)
类似于系统 (16) 的形式如下 :
　　
Ûy1 ( t) = b ( by1 ( t) + y2 ( t) - b
1- n
y1
n ( t) )
Ûy2 ( t) = - b k + a + b
2
+
ak + k0 + aβ
b
2 y1 ( t) - b b +
a + k
b




y1 ( t - ωτ) - βb
1- n
y1
n ( t - ωτ) - (βb1- n - ab1- n - b3- n ) y1
n ( t)
(18)
在τ充分小的前提下 ,对系统 (18) 的线性分析表明在比例增益量 k0 和 kp 均是非负的条件下 ,系统是
稳定的. 与文献[12 ,13 ] 比较 ,得出这样的结果不仅方法上容易 ,而且结论的条件也简单.
限于篇幅 ,具体数值计算的结果在另文中给出. 实际上 ,非线性系统考虑到时滞因素的影响 ,理论上和
数值计算上仍有很多困难 ,尽管时滞量可以局限在 O (ε) 的范围内 ,甚至于更小. 所以 ,早期人们认为时滞
对系统的影响不太重要的观点是错误的 ,也是与实际不相符的.
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